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波动方程 FDTD算法的 PML吸收边界条件 

的实现与验证 

孔繁敏 李 康 刘 新 郭毅峰 

(山东大学信息科学与 I二程学院，济南 250100) 

摘 要： 实现了波动方程 FDTD算法的 PMI 吸收边界条件(WE—PML)，并进行了数值验证 从结果可以看 

出，WE—PML的性能与 Berenger—PML非常接近，优十 Mur二阶近似吸收边界条件：同时，对 PML媒质参数进行了优 

化，结果表明：WE·PML的性能主要是由PML的层数、垂直人射时的理论反射系数决定的，WE—PML参数的优化结果 

与 Gedney的经验值基本一致～ 
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Implementation and Validation of the PM L Absorbing Boundary 

Condition for W ave Equation FDTD M ethod 

Kong Fanmin，Li Kang，Liu Xin，Guo Yifeng 

(School of Information Science and Engineering，Shandong Universit)"，Jinan 250100) 

Abstract： The perfectly matched layer absorbing boundary condition for the wave equation FDTD method(WE·PML) 

is implemented and validated．The results show this method can attain the same performance as Berenger—PML using the 

same PML parameters and is much better than Mur 2nd approximation absorbing boundaD'condition．In addition，the WE— 

PML paramete~ are optimized．It is demonstrated that the perform ance of WE—PML mainly depends on the thickness of the 

PML medium and the theoretica1 reflection fa(·tor at norm a1 incidence．The optimized parameters of WE—PML are in agree— 

ment with Gedney experience values． 
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引 言 

时域有限差分法(FDTD) 是当前解决电磁场 

问题最受欢迎的数值方法之一。FDTD算法具有简 

洁和直观的特性，可对结构复杂的导体、绝缘介质以 

及非线性、各向异性物质建模，并随着计算机性能的 

提高和成本下降，已被广泛地应用于计算电磁学的 

各个领域_ 。FDTD在解决实际电磁场问题时，仿 

真网格数相当庞大，因此导致 FDTD算法在微机上 

运行耗时长，而且内存需求也常常受限?为此，人们 

提出了一种简化的 FDTD算法，该方法直接利用 

FDTD方法对标量波动方程进行求解，得出波动方 

程的 FDTD算法(WE．FDTD) ：WE．FDTD算法 

为了计算每一时间步的场值，需要前两次时间步的 

场值，但由于包含一个未知场量，故能大大提高计算 

效率和节约存储空间。 

吸收边界的处理是 FDTD算法的一个关键问 

题，吸收边界条件的效果直接关系到 FDTD计算的 

正确性和精确度，是影响 FDTD计算品质的决定因 

素：J．P．Berenger于 1994年首先提出了理想匹配 

层(PML)吸收边界条件的概念 。1996年，S．D． 

Gedney提 出了各 向异性介质 PML理论 并用于 

FDTD区域的吸收边界∞ 与传统的Mur二阶近似 

吸收边界条件相比 ，PML吸收边界条件可提高精 

度40dB左右，是目前最好的吸收边界条件。PML 

吸收边界条件是针对矢量FDTD算法提出的，并不 
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能直接用于标量的 WE—FDTD算法。最近，M．A． 

Alsunaidi导出了PML媒质中波动方程的表达式 。。， 

但它忽略了电导率是空间坐标的函数。D．Zhou基 

于伸张坐标系下的标量波动方程导出了一维 PML 

的差分格式 ，并用于光器件的仿真中，获得了非 

常好的结果。 

本文实现了波动方程 FDTD算法的 PML吸收 

边界条件(WE—PML)，并利用二维空间中的 TM波 

进行了数值验证，同时对 PML媒质参数进行了优化 

和分析。 

1 WE-PML吸收边界条件 

在 PML媒质中，利用伸张坐标中的 PML表达 

式，频域 Maxwell方程组可写为 ’ 

V X E =一 日 (1) 

V ×H = E (2) 

式(1)中，V =口 击+ Oy+口：÷0OZ S cI S， 
和s：分别为沿 、Y、 方向的伸张坐标变量，其定义 

为 

s =1+ ／floe (71= ，， ，z) (3) 

对式(1)求旋度，并利用式(2)得 

V X V X E =一'，(L V X H =一( (D) E 

(4) 

利用 V ×V ×E=V (V ·E)一V：E及 V、·E 

=0，式(4)可写为 

V：E一 ( ) E：0 (5) 

同样可以得到 

V H —ge(j~o) H =0 (6) 

式(5)、式(6)为波动方程在 PML媒质中的频域形 

式。 

在直角坐标系下，电场E和磁场 H沿 、)、z方 

向的分量均满足下列标量波动方程 

V 一 ( ) =0 (7) 

式(7)中 代表电场 E和磁场H的各分量。 

对于图 1所示的长方体计算区域，为了能使电 

磁波在 PML媒质中被有效吸收， 、 ：在不同 

的区域有不同的数值，这一点与 Berenger的 PML媒 

质中电导率参数的设置基本相同。 

例如，在长方体计算区域的8个顶角区域， 、 

、 均不为0，所以s =1+ ／floe (71= ， 

)，式(7)可写为 

， 

( c 
(8) 

为了得到式(8)的时域形式，引入辅助变量 X。、 

Y．、Z．、X：、 、Z：，其定义为 

fj~oxl= 

{ 
2 =  

yl= 

{ I
． ， L， 2 

[floZ，： 

? l 
z： ： 

a 

1 
一伽  (9

a) 

( ) 

a 

1 伽  (9b) 

_ j
a(j~oY

1) 
y 

a 

1+ 
：伽  (9

c) 

士- ( z，) ( z，’ 

将式(9)代入式(8)得 

X2+ +Z2= (』∞) (10) 

I PM1 媒质 中电 导翠 的l艾置 

将式(9)、式(10)中的 用 O／Ot代替，则得到 

顶角区域 PML媒质中标量波动方程的时域形式 

f + ： O

，

x (1 1 a) 

l—OX2+ A～，：垫 l——+——，=—— 
ot — oxot 

raY,
一 + y。： 

J优 s’ (1 lb) 

l + ： 
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X2+ +Z ： (1 1 d) 

对于式(11)采用中心差分法进行近似，可以得 

到顶角区域 PMI 媒质中标量波动方程的差分格式。 

在差分近似时，应注意一点，X。、Y。、Z。变量在空间 

上与 相差半个步长，X：、 、Z 变量与场量 在 

同一位置。在计算时，可先更新 X。、Y。、Z。变量，再 

更新X 、y1、Z 变量，最后更新场量 。 

在 PML媒质的其他区域，也可以采用类似引入 

辅助变量的方法导出波动方程在相应区域的差分格 

式，在此不再赘述。 

在 PML媒质内沿 r7方向的电导率分布为 

(P)= (p／ ) (叼 = ，， ， ) (12) 

式(12)中 。 为最大电导率，P为相对分界面 

的PML分布厚度， 为 PML的厚度，m为电导率分 

布阶数。 可根据下面经验公式选取： 

(m+1) c0In(R0) ， ’、 

O'm~x 一——— ■一  L 

式(13)中尺。为垂直入射时的理论反射系数，c。为 

真空中的光速。取P=iAr／， =FtLAn，则式(12) 

可写成 

( )：一 __ (i／n／
．
)m (叼 ： ， ，。) 。 一 — —  L叼 ’ ’。 

、 (14) 

式(14)中，n，为PML媒质的层数，An为 PML媒质 

中的空间步长。 

2 数值验证 

为了验证上述方法，我们利用二维空间中的 

TM波进行了验证。对于二维 TM波，电场只有一个 

分量，故只用这一电场分量就能反映波的传播特性。 

取 Q 作为基础计算网格空间，而其中的一部 

分 Q 作为试验网格空间，它的边界带有要考察的 

PML吸收边界条件，如图 2所示。在以下的计算 

中，取 Q 的网格数为 400 X400个，Q 的网格数为 

lOO X50个，时间步长 △￡为 2．5 X 10 ‘s，空间步长 

An为2 c0△￡。 

在计算网格中心(0，0)点设置一线源，令其激 

发一窄脉冲波(见图3)，其定义为⋯ 

aB PMf 

7 泺 

J ／  
' 

(0，0) 

图2 数值试验网格空间 

(0，0)： 0一 cos If+6c。驯 。驯， ≤r 

tO t>r 

(15) 

式(15)中， =1／320，．r=10一S，t=nat，(cJ = 

2"rrm／r(m =1，2，3)： 

图3 试验脉冲波形 

在 Q 截断边界处的反射波尚未到达 Q 的边 

界之前，对于 Q，而言，Q 仍与无限大计算空间无 

异，考察 Q 和 Q 中电场分量 E：的差异就能评价 

Q 所用吸收边界条件的性能。 

O Ol 

lE．5 

IE-8 

-卜川  

l F_l4 

IE-17 

lE．2O 

0 100 200 300 400 500 

时间步 

图4 WE．PML的数值测试结果(R。=10～，m=3，n =10) 

定义Q，空间在第 n时间步电场分量 E：的全 

局误差如下 
50 25 

；=∑ ∑( ( ， )一 ( ， )) (16) 
i=-5o／=-25 

= lI 

Z Z 一 II 

+ + 堕 
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图4给出了 WE—PML吸收边界条件与其它吸 

收边界条件的性能测试结果的比较，这里 WE．PML 

和 Berenger—PML采用相同的参数：Rn：10～，n，： 

10，m ：3。从图中可以看出，与Mur二阶近似吸收 

边界相比，WE—PML的吸收效果具有明显的优越性。 

从全局误差随时间步的变化可以看出，WE．PML的 

吸收效果与 Berenger—PML非常一致。 

lE．5 

lE一8 

l E-ll 

；9j《 

疃 IE．14 

lB l7 

lE一2O 

0 l00 20o 300 400 500 

时问步 

图5 不同PML层的WE—PML的测试结果(R ：10～．m：3) 

图5给出了不同PML层的WE—PML性能测试 

结果，从图中可以看出，随着 PML层数 n，的增加， 

WE—PML的吸收效果逐渐改善，但当n，增加到 8层 

以上时，WE—PML的吸收效果变化不太明显。故为 

了减少计算时间，可在 8～10之间选取 n，的值。 

lE．8 
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槲 
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图6 不l司电导率分布的 WE—PML的测试结果 

(R0：10～，n￡=10) 

图6给出了不同电导率分布的WE．PML性能 

测试结果，从图中可以看出，随着电导率分布阶数 m 

的增加，WE—PML的吸收效果有增强的趋势，但 ／71 

大于5时，WE—PML的吸收效果有衰退的趋势。在 

计算时，选取 m：4可得到比较理想的结果。 

图7给出了不同垂直入射时的理论反射系数 

R。的 WE—PML性能测试结果。从图中可以看出，随 

着 R 的减小，WE—PML的吸收效果逐渐增强，但当 

R。减小到 l0 以下时，WE-PML的吸收效果变化不 

lE．5 

lE．8 

IE-tl 

Ⅱ 

器IE-l4 

lE．17 
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时间步 

图7 不l司Ro的 WE—PML的测试结果(m=3，n ：10) 

太明显。在计算时，可在 10～～10 之间选取 风 

的值。 

从图5、图6和图7的数值测试结果比较可知， 

相对电导率分布阶数而言，PML的层数和垂直入射 

时的理论反射系数对 WE—PML的吸收效果影响较 

大，这些参数的优化值与 Gedney的经验值基本一 

致。 

3 结 论 

本文实现了波动方程的PML吸收边界条件，并 

进行了数值验证。从结果可以看出，WE．PML的性 

能与Berenger—PML非常接近。同时，对PML媒质参 

数进行了优化。结果表明，WE—PML的性能主要是 

由PML的层数、垂直入射时的理论反射系数决定 

的，WE—PML参数的优化结果与 Gedney．PML的经 

验值基本一致。PML吸收边界条件的实现对于提 

高 WE—FDTD算法的计算精度和效率具有十分重要 

的意义。 
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